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要旨

　本稿では、(S, s)在庫政策を伴う一般的な投入産出構造と時間構造を持つマクロ経済

モデルを提示し、経済変動における離散的数量調整過程の特性を分析する。とくに個々

の企業の生産、および派生需要の伝播によるマクロ的在庫調整過程をそれぞれ演算と

して定義し、在庫調整過程の安定性条件を示す。また演算の集合としての群を定義し、

外生需要によって引き起こされる在庫調整過程を代数的に分析するアプローチを示すと

ともに、在庫調整過程とマクロ動学における安定集合の代数構造を分析する。最後に、

マクロ経済の在庫水準の長期的な定常状態について分析する。
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1 はじめに

　 Arrow, Harris and Marschak(1951)および Scarf(1960)にはじまる (S, s) 在庫政策に関

する一連のミクロ経済学的研究は、企業が生産調整に非凸型の費用関数を持つときに、在庫

調整を非連続的で lumpyに行うことが最適であることを示した。それ以降、多くの研究者が

(S, s)調整ルールを集計化したときのマクロ経済的特性に関心を寄せてきた。この (S, s)調整

ルールのマクロ集計的特性を分析した、初期の代表的な研究は Caplin(1985)である。Caplin

は、それぞれが異なった片側 (S, s) ルールに従って在庫調整を行う n 個の非同質な企業から

なるマクロ経済を「(S, s) 経済」と呼び、確率的に外生需要が生じるときの動学的なマクロ経

済の性質について分析している。しかし Caplinのモデルでは、企業間の投入産出関係は存在

せず、外生需要に対して個々の企業が行う生産だけに焦点を当てていた。

　 Bak, Chen, Scheinkman and Woodford(1993)は、Caplin とは異なる観点から、企業間

に中間投入による投入産出構造があるときに、(S, s)ルールに基づく在庫調整過程が大きな派

生需要の連鎖を生み、1単位の外生需要に対して生産量および中間投入が大きく変動するこ

とを示した。Bak et. al.のモデルは、Bakによって物理学における sandpile modelの研究か

ら発展した自己組織化臨界性（self-organized criticality; SOC）の研究成果に基づいている。

sandpile modelは、粉粒の崩れように一定の離散的な粘性があり (S, s)調整ルールに似た閾
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値を持つ局所的離散調整ルールが、要素間の相互作用を通じて大域的な安定性に影響を与え

るモデルであり、企業間の相互作用のある集計的 (S, s)在庫政策モデルと極めて似た構造を持

つ離散力学系モデルである。Nirei(2000)は、Bak et. al.モデルと類似したモデルを構築し、

モデルの確率的性質と在庫保有の定常分布を導出している。しかしながらこれらの研究では、

2次元格子上に並んだ企業が近傍の企業とのみ投入産出関係にあるような比較的単純な投入産

出構造を前提としていた。

　本論文では、Bak et. al.のモデルを踏まえ、Caplinのモデルに企業間の中間投入の相互

作用を導入することで、一般的な N× Nの行列による投入産出構造持つ (S, s) 経済のモデル

を構築する。また、sandpile model の近年の研究成果を踏まえて、(S, s) 経済モデルを代数的

観点から分析するアプローチを提示する 1。

2 (S, s) 経済モデル

　モデルの分析に入る前に、本論文で議論する (S, s) 経済の複雑性について概観する。

2.1 Caplinによる (S, s) 経済

　 Scarf(1960)は、一回生産するごとにそれぞれ固定的な費用がかかる場合、Value Function

のK−凸性という概念を用いて、次のような片側 (S, s)ルールが企業にとって最適な在庫調

整ルールであることを証明した。いま小売業のある期の在庫保有量を xとする。企業は確率

的な外生需要 yに接しており、各期の最後に在庫保有を回復するために生産を行うとする。

x′ = x− y +m∆ (1)

m =

{
0 if x− y ∈ (s, S]

1 otherwise
(2)

ここで∆ = S − sである。企業は生産するごとに固定費用がかさむのを避けるために、在庫

ストックが (s, S]の間にあるときには生産を行わず、在庫が下限 sを下回ったときだけまとめ

て∆だけの生産を行い、一気に在庫の水準を回復する。図 1は (S, s) = (3, 0)のケースにおい

て、ランダムな需要に対する状態変数（在庫ストック）の変化を表したものである。

図 1: (S, s)在庫政策と状態変数の推移

1本論文の論理的な分析の多くは、Dhar(1990)らによって Sandpile Modelの数理的研究の成果に基づいている。
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Caplin(1985)は、それぞれ個別に (S, s)調整ルールをとる主体が単純に n個集まった経済

を (S, s)経済と定義し、再帰的集合上における確率分布などの確率論的振る舞いを分析してい

る 2。

定義 2.1 (Caplin(1985)). 次の (1.1)～(1.4)の要素からなる経済を (S, s)経済とよぶ。

　 (1.1)　企業の集合：N = (1, · · · , n)
　 (1.2)　外生的な需要プロセス：y(t) = (y1(t), y2(t), · · · , yn(t)) ∈ Z+

0 , (t = 1, 2, 3, · · ·)
　 (1.3)　 (S, s)的調整ルール：∀i ∈ N, (Si, si) with ∆i = Si − si > 1

　 (1.4)　各企業の在庫水準の遷移式：x′
i(t) = xi(t)− yi(t) +mi(t)∆i

Caplinによる (S, s)経済は、(S, s)調整ルールをマクロ集計化したときの特性の分析として

先駆的なものであったが、生産における中間投入やそれによる他企業への派生需要などが存在

しないため、在庫調整過程における主体間の相互作用がなく、各主体が単独で (S, s)調整を行

う主体の集合となっており、それから得られるマクロ経済的結論も比較的単純なものであった。

2.2 (S, s)経済の複雑な特性

　企業間に中間投入による投入産出構造がある現実的な (S, s)経済では、図 1で示される

ような (S, s)調整過程の特性が、投入産出構造を通じて伝播していく性質がある。このことが

(S, s)経済のマクロ経済変動に大きな影響を与える。この点を確認するために図 2に示される

簡単な例を見てみよう。いま (S, s) = (2, 0)の (S, s)在庫調整ルールに従っている同質な企業

が 2つ存在するとしよう。各企業は自分の在庫がストックアウトしたときにのみ 2単位の生産

を行う。このとき右隣の企業の財を中間投入として 1単位必要であるとする。それぞれの企業

は (S, s)ルールに従って生産と在庫調整を行いながら、中間投入のつながりによって局所的に

相互作用することになる。

　図 2 (a) のケースでは、1単位の外生需要が生じたとしてもその需要は在庫ストックによっ

て吸収されてしまい、企業の在庫はストックアウトしない。したがってこの場合は生産はゼロ

である。しかし図 2 (b) のケースを見てみよう。図 2 (b) のケースが図 2 (a) のケースと異な

るのは、マクロレベルでの在庫ストックが 1単位少ないという点だけで、その他はまったく同

一である。すなわち、マクロ的に見ればほぼ同一な経済状態である。にもかかわらずこのケー

スのマクロ経済的挙動は図 2 (a) のケースとは大きく異なった結果となる。外生需要を受けた

企業は在庫のストックアウトを起こし生産を行う。その際に右隣の企業に中間投入財の派生需

要を生じる。今度は派生需要を受けた企業が在庫のストックアウトを起こし生産を行い、また

右隣の企業に派生需要を生じる。こうして派生需要の連鎖としての大域的な調整過程が生じ

ることになる。

　この在庫調整過程の複雑さについて、もう一つ別の例を見てみよう。図 2 (c) は、企業が

(S, s) =(3, 0) の (S, s) 在庫政策ルールに従っており、右隣だけでなく左隣からも 1 単位の中

間投入を必要とするとするケースである。外生需要によって企業 3は在庫がゼロになるので、

在庫の上限まで在庫水準を回復すべく 3単位の生産を行う。このとき中間投入として企業 2と

企業 4へ 1単位ずつの派生需要が生じる。この派生需要によって今度は企業 2と企業 4の在

庫がゼロになり、企業 2と企業 4が 3単位の生産を行う。このさい企業 2と企業 4は、それぞ

れ両隣の企業から 1単位ずつの中間投入を得、その企業への 1単位ずつの派生需要が生じる。

このようにして、派生需要の連鎖が生じ、すべての企業が在庫の水準を回復した時点でこの連

2Caplin(1985) では、もう少し単純な確率的な需要プロセスが用いられている。
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図 2: 投入産出関係を伴う場合の (S, s)在庫政策と在庫水準の推移
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鎖は終了する。この一連の派生需要の連鎖が、(S, s)経済における在庫調整過程とみなすこと

ができる。

　この在庫調整過程の中では同時に複数の企業が生産を行っている。ここでの派生需要に

よる企業のつながりは局所的なつながりであるから、複数の異なった方向へ派生需要が生じ、

その連鎖が続いていくこともありうる。このようにミクロレベルにおける非凸性のもとで企

業が (S, s)型の在庫政策をとると、個々の企業の調整過程に離散性、一塊性が生じ、その影響

を投入産出構造の中で伝播させながら、マクロレベルの数量調整過程が非常に複雑で多様な

ものになるのである。

　図 2 (a) のケースと図 2 (b) のケースとは、ミクロの在庫保有状態がたった一ヶ所異なっ

ているだけで、マクロ的な状態で見ればほとんど同一である。にもかかわらず生じる結果はこ

のように大きく異なる。マクロ状態の初期値におけるわずかな差異が非常に大きな結果の相

違を生み出すことになる。すなわちつまり非凸性という非線型性によって「初期値に対する鋭

敏な依存性」を持つことになる。

　図 1からもわかるように、(S, s)経済は状態変数を閾値の上限と下限で「折りたたむ」効

果が内蔵されている。と同時に、図 2のような局所的な調整の過程の連鎖を通じて主体間の相

互作用が生じ、「折りたたみ」の効果を遙か遠方まで伝播させる。「折りたたみ」と「増幅」は

カオス的振る舞いの基本原理であり、(S, s)経済はそれを内蔵している。その結果、(S, s)経

済における大域的な調整過程が「初期値に対する鋭敏な依存性」という複雑系としての特性を

示すことになる。むしろ (S, s)経済にける調整過程の本質は、局所的な調整過程の累積が大域

的な調整過程を構成するその間でこのようなカオス的振る舞いの要素をはらんでいる点にあ

るといってもいいだろう。

　以下の節では、Caplin(1985)のモデルに局所的な (S, s)的調整過程の相互作用を明示的

に組み込んだ一般化された (S, s)経済モデルを定義し、局所的な調整過程の累積が大域的な調

整過程を構成する中で生じるこの性質を、解析的に分析する。

3 モデル

3.1 企業間の投入産出構造

　本論文で扱うモデルは以下のようなものである。各企業のインデックスを i ∈ N とし、企

業の集合をN = {1, · · · , n} とする。各企業 iの在庫ストックの水準を状態変数 xiとし、在庫

ストックの配列を在庫配列ベクトル x = (x1, · · · , xn)とする。状態変数ベクトルの空間 X は
次のようになる。

X = {(x1, · · · , xn) ∈ Zn | xi ≥ 0,∀i ∈ N} (3)

各企業 i ∈ N は固有の値 (Si, si)で特徴付けられる (S, s)調整ルールに従っているとする 3。

この (S, s)調整ルールのもとでの安定な在庫配列ベクトルの空間 S は次のように定義される。

S = {(x1, · · · , xn) ∈ X | Si ≥ xi > si, ∀i ∈ N} (4)

各企業が生産を行う際のロットサイズを∆ii = Si − siとし、各企業は在庫ストックの水準

xiが下限 siを下回ったときに、まとめて生産を行い在庫水準 xiを∆iiだけ回復する。このと

き中間投入に関する派生需要として他の企業 jの在庫ストック xj を∆ij だけ減少させるとす

3特定の企業に派生需要が集中し、在庫のストックアウトによって派生需要に応じられないようなケースを排除す
るために、在庫の下限 si は十分大きい値であると仮定しておく。
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る 4。よって企業 iが 1回生産を行うときのすべての企業の在庫の変動は、ネット・プット・

ベクトル ∆i = (∆i1, · · · ,∆ii, · · · ,∆in)と表せる。ここで価格は固定であるとし、簡単のため

に全ての財の価格を 1に基準化すると、企業 iの利潤 πi は

πi = (∆i1, · · · ,∆ii, · · · ,∆in)


1
...

1

 = ∆ii +
∑
j ̸=i

∆ij (5)

で表される 5。

　企業間の投入産出構造は各企業のネット・プット・ベクトルの総体であるから、企業間の

相互作用を持つ (S, s)経済モデルの投入産出行列は、次のような行列 ∆ によって表すことが

できる 6。

∆ =


∆11 ∆12 · · · ∆1n

∆21 ∆22 · · · ∆2n

...
...

. . .
...

∆n1 ∆n2 · · · ∆nn

 (6)

ここで、分析を経済的に意味のあるモデルに限定するために、投入産出行列∆に関して以下

の条件を課すことにする。

条件 3.1. 投入産出行列∆は、次の条件（1）～（4）をみたす。

　　（1）すべての企業 iの生産ロットサイズは必ず正：　 ∀i ∈ N, ∆ii = Si − si > 0

　　（2）中間財需要による在庫ストックの変化は非正：　 ∀i, j ∈ N, ∆ij ≤ 0

　　（3）すべての企業 iの利潤は非負：　 ∀i ∈ N, πi =
∑
j∈N

∆ij ≥ 0

　　（4）経済全体の総付加価値生産は必ず正：　
∑
i∈N

∑
j∈N

∆ij > 0

3.2 局所的安定化と大域的安定化の作用素

　在庫配列ベクトル xが安定な在庫空間 S の外にあるとき、少なくとも一つの企業 iは在

庫水準が下限 siを下回った状態にある。このときこの企業 iは、固有の (Si, si)調整ルールに

したがって生産を行い、在庫水準を回復する。この企業 iによる在庫調整は次のような演算と

定義することができる。

定義 3.1. 在庫配列ベクトルを別の在庫配列ベクトルに写す演算 ϕi : X → X

ϕi(x) =

{
x if x ∈ S
x+∆i otherwise

(7)

を生産オペレータと呼ぶ。

4この ∆ij の項によって、各企業に固有の (Si, si) 調整ルールが局所的な安定化の作用を通じて (S, s) 的な折り
たたみの効果を他の主体へと伝播していく仕組みを明示的に示している。

5財 i の価格を pi と一般化しても、全ての財の価格が正である限り、pi∆ij = ∆̃ij と変換すれば本論の議論は変
わらない。

6(S, s) 在庫政策のマクロ経済分析の先駆である Caplin(1985) の (S, s) 経済の定義は、中間投入のない粗生産額
モデルであり ∆ij = 0 のケースに相当する。



離散的数量調整過程の代数構造 7

生産オペレータ ϕi は企業 iの (S, s)調整ルールに基づく局所的な安定化作用素である（こ

の節で定義される全ての演算子の関係については、論文末尾の付録 4を参照のこと）。

　在庫配列ベクトル xが安定な空間 S の外にあり下限 siを下回る企業がある限り、生産オ

ペレータは繰り返し作用し、在庫配列ベクトルが x ∈ S となるまで続く。在庫配列ベクトル
が安定化するまでに各企業の生産オペレータが作用した回数をmiとすると、在庫水準が安定

化するまでの作用の全体を、各企業の生産オペレーターの積を用いて、次のように定義するこ

とができる（付録 4を参照）。

定義 3.2. 在庫配列ベクトルを安定な在庫配列ベクトルに写す演算 Φi : X → S

Φ(x) =
∏
i∈N

ϕmi
i (x), (mi ∈ Z+

0 ) (8)

を安定化オペレータと呼ぶ。

安定化オペレータ Φは在庫配列ベクトル全体を安定な空間 S に写すものであるから、大域
的な安定化作用素ということができる。

3.3 外生需要オペレータ

　次に、外生需要に対して (S, s)経済がどのように作用するかを定義しよう。まず x ∈ S に
おいて企業 iに生じる 1単位の外生需要を、次のような演算 Υi : S → X として定義する。

Υi(x) = x− δi = (x1, · · · , xi − 1, · · · , xn) (9)

この外生需要による攪乱に対して、上の安定化オペレータ Φによって在庫空間が安定化され

る過程を、外生需要オペレータとして次のように定義する（付録 4を参照）。

定義 3.3. 安定な空間 S から安定な空間 S に写す写像 ai : S → S

ai(x) = Φ ·Υi(x) (10)

を外生需要オペレータと呼ぶ。

外生需要オペレータ ai は、在庫配列ベクトル x ∈ S において、企業 iに 1単位の外生的攪

乱が生じることによって在庫配列 xが不安定化し、大域的な安定化オペレータ Φによって再

び安定な在庫空間 S に収束するまでを、一つの演算として表すものである。

3.4 定義および問題設定

　以上の議論から、Caplin(1985)による定義を拡張し、(S, s)経済モデルを以下のように定

義する。

定義 3.4. 次の (2.1)～(2.4)の要素からなる経済を、(S, s)経済とよぶ。

　 (2.1)　企業の集合：N = (1, · · · , n)
　 (2.2)　外生的な需要プロセス：y(t) = (y1(t), y2(t), · · · , yn(t)) ∈ Z+

0 , (t = 1, 2, 3, · · ·)
　 (2.3)　行列∆で表される (S, s)的調整ルール

　 (2.4)　在庫配列ベクトルの遷移式：x′ = ai(xi)
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　以上のように一般化された (S, s)経済モデルにおいて、考察されるべき問題は大きく二つ

に分けられる。一つは、1回の外生需要に対して生じる (S, s)経済の在庫調整過程が安定的で

あるかという問題である。もう一つは、通時的に外生需要が生じたときに、経済の安定状態が

どのような性質を持つかという問題である。これらはそれぞれ、安定化オペレータ Φに関す

る問題と外生需要オペレータ ai の集合に関する問題に対応する。

　 (S, s)経済における在庫調整過程の安定性の問題は、安定化オペレータ Φに関する問題

として次の三つの問題に分けられる。

　　問題 1：安定化オペレータ Φは有限時間内に収束するか。

　　問題 2：Φは一意の在庫配列ベクトル x ∈ S に収束するか。

　　問題 3：Φを構成するm = (m1, · · · ,mn)は一意か。

問題 1は、(S, s)経済モデルにおける基礎的な安定性の問題である。もしある企業 iの (S,

s)的在庫調整が他の企業の (S, s)的調整を引き起こし、その連鎖が有限時間のうちに収束しな

いのであれば、(S, s)経済は永遠に安定な在庫空間 S に収束しないことになり、基本的な安定
性を持たないことになる。企業間の投入産出構造によって生じる調整の連鎖は非常に複雑であ

るため、この安定性は必ずしも自明なものではない。問題 2および問題 3はオペレータ Φの

表現の一意性もしくは演算が矛盾なく定義されている（well-defined）かどうかの問題である。

Φが有限時間に収束するとしてもその収束先が一意でないのであれば、演算 Φが well-defined

に定義されているとはいえない。また仮に収束先が一意であるとしてもその収束経路が複数

あり、Φを構成するmが経路によって違う値を取るのであれば、Φは well-definedであると

はいえない。したがってこれらの問題が肯定的に解決されない場合は、(S, s)経済モデルの分

析は非常に複雑になり茫漠とした結論しか得られないかもしれない。

　一方、外生需要オペレータ ai の集合に関する問題は、次の二つの問題に分かれる。

　　問題 4：外生需要オペレータ ai の集合にはどのような代数構造があるか。

　　問題 5：外生需要オペレータ ai の集合と、ai が働く在庫配列ベクトルの集合の間に

　　　　　　どのような関係があるか。

問題 4と問題 5は、(S, s)経済の長期的な定常状態を分析、検討するための土台となる性質

である。

4 在庫調整過程の安定性

　本節では、外生需要によって企業の在庫水準が下限を下回り、在庫配列ベクトルが安定な

在庫空間の外にあるときに、安定化オペレータ Φによって在庫配列が再び安定な在庫空間の

中に写されるまでの、在庫調整過程に関する問題を分析する。

4.1 安定化オペレータΦの有限収束性

　はじめに収束性に関する問題 1から検討する。もし安定化オペレータ Φの作用の過程で

少なくとも一度以上生産を行う企業の集合 N̂ が全企業の真部分集合 N̂ ⊂ N であり、かつ

∀i ∈ N̂ ,
∑

j ∆ij = 0であったとすると、総在庫水準はまったく回復しないことになり、在庫

水準が下限を下回った初期の状態に戻ってきてループに陥ってしまう可能性がある。したがっ

て条件 3.1だけでは収束性の必要条件とならない。
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　収束性に関しては次のような命題が得られる。

命題 4.1. 行列∆が条件 3.1をみたすとき、安定化オペレータ Φが S 上のある点 xに有限

時間内に収束するための必要条件は、行列∆が分解不能行列であることである 7。

証明. 背理法を用いる。はじめに演算Φ が有限時間内に収束しないと仮定する。このとき、少

なくとも 2つ以上の企業 i ∈ Ĥ が安定化の過程の中で無限回の生産を行うことになる。しか

し行列∆が分解不能行列であれば、行列∆が随伴するグラフ上の任意の企業 i ∈ N̂ から企業

k ∈ N/{N̂}の間に経路が存在する。したがって安定化オペレータΦによって有限時間 T < ∞
までには必ず企業 kの在庫水準 xkを減少させる。仮定よりこの有限時間 Tは無限回くり返さ

れるから、企業 kの在庫水準 xk は無限に減少しつづける。これはすべての企業 iの在庫水準

に下限 si が存在することと矛盾。 ■

また、これより次の系がしたがう 8。

系 4.1. 行列∆が条件 3.1をみたすとき、安定化オペレータ Φが S 上のある点 xに有限時

間内に収束するための十分条件は、全ての企業 iの利潤が正（
∑

j ∆ij > 0）であることで

ある。

4.2 安定化オペレータΦの一意性

　次に問題 2および問題 3について検討する。ここで問題 3が肯定的に解決されることは、

問題 2の肯定的的解決の十分条件になっているので、問題 3のみを検討すればよい。

　個々の生産オペレータ ϕi自体は線形変換に過ぎないから、安定化オペレータにおける各

企業の生産回数m = (m1, · · · ,mn)が与えられれば、安定化オペレータ Φは、有限個の生産

オペレータ ϕi の積の結果として、次のように「表現」することができる。

Φ(x) =
∏
i∈N

ϕmi
i (x) = x+m∆ (11)

この表現を用いて、次の命題が得られる。

命題 4.2. 任意の x ∈ X に対して、演算 Φi : X → S におけるm = (m1, · · · ,mn)は一意

である。

証明. 　安定化オペレータ Φがある在庫配列に収束し、その間に生産を行う企業の流列がそ

れぞれ異なった {i1, · · · , ik}、{j1, · · · , jh}で表されたとする。これに対して安定化オペレータ
の演算を

Φ(x) =

{
ϕi1 · · ·ϕik(x) =

∏
i∈N ϕmi

i (x) = x+m∆

ϕj1 · · ·ϕjh(x) =
∏

i∈N ϕ
m′

i
i (x) = x+m′∆

(12)

と表現したとすると、m = m′ となることを証明する。

8この系は、産業連関分析におけるソロー条件と同等の意味の条件といえる。また、Chan(1994) は、より詳細な
数学的議論によりグラフ理論の Matrix Tree 定理を応用して、行列式を用いた条件を証明している。
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（十分性）ϕi1 · · ·ϕik(x) ∈ S であり、かつ ∀j ∈ N,mj ≤ m′
j、∃j ∈ N,mj < m′

j であると

する。このとき、生産オペレータの可換性から、次のように整理することができる。

ϕj1 · · ·ϕjh(x) =
∏
i∈N

ϕ
m′

i−mi

i

(∏
i∈N

ϕmi
i (x)

)
∈ S (13)

ϕの定義から、これは ϕi1 · · ·ϕik(x) = x+m∆と同一の安定な在庫配列に収束する。

（必要性）ϕi1 · · ·ϕik(x) ∈ S であり、かつ ϕj1 · · ·ϕjh(x) ̸∈ S のとき、∀i ∈ N,m′
j ≤ mj で

あるとする。不安定な在庫配列ベクトルには少なくとも一つは在庫の下限を下回る企業 jが存

在するから、企業 j の在庫配列に関して次の不等号が成り立つ。

xj +m′
j∆jj +

∑
i ̸=j

m′
i∆ij < xj +mj∆jj +

∑
i ̸=j

mi∆ij , ∃j ∈ N (14)

これを変形すると

(m′
j −mj)∆jj <

∑
i ̸=j

(mi −m′
i)∆ij ≤ 0 (15)

このとき ∆ii > 0, ∆ij ≤ 0であるから、m′
j < mj である。したがって ϕj1 · · ·ϕjh(x) ̸∈ S の

とき、少なくとも一つは強い不等号m′
j < mj が成り立つ。 ■

4.3 外生需要オペレータ aiの可換性

　命題 4.2から、安定な在庫配列 x ∈ S に対して 1単位の外生需要が加わったときの ai に

よる変換は次のように「表現」できる。

ai(x) =
∏
i∈N

ϕmi
i (x− δi) = x− δi +m∆ (16)

ここで、外生需要が 1単位ではなく、企業 iに yi単位ずつ y = (y1, · · · , yn)というベクトルの
形で生じたとしよう。このとき各企業は外生需要による在庫の減少に応じて (S, s)的在庫調整

を行い、それに伴って各企業に派生需要が生じる。すなわち a1が y1個、 a2が y2個、・・・ anが

yn個ずつ経済に作用し、外生需要ベクトル yに対する複合した在庫調整過程が ay1

1 ay2

2 · · · ayn
n

という合成写像として作用することになる。もし同じ外生需要ベクトル y = (y1, · · · , yn)に対
して、演算の順序を入れ替えた

g = ay1

1 · · · ayi

i · · · ayj

j · · · ayn
n g′ = ay1

1 · · · ayj

j · · · ayi

i · · · ayn
n

が異なった結果をもたらすとしたら、一つの外生的攪乱ベクトル yに対して複数の演算 g, g′

が対応することになる。すなわち ai の可換性が成り立たないとすると、外生需要 yの作用を

一意に表せないことになり、分析は非常に難しくなる。

　 ai の可換性については、Sandpile Modelの枠組みにおいて Dhar(1990)により次のよう

な有用な命題が得られている。

命題 4.3 (Dhar(1990)). 　 ai は可換である。すなわち任意の i、jについて、aiaj = ajai

ただしDhar(1990)は、本論文における生産オペレータ ϕに相当する演算子の可換性をもっ

て命題の証明としている 9。しかし生産オペレータ ϕが可換であっても、派生需要の相互作用
9Dhar(1990) による証明は、本論文のモデルに置き換えると次のようなものである。すなわち、任意の二つの生

産オペレータの積 ϕi1ϕi2 は、それぞれの企業の生産によっての影響を受ける企業 jの在庫水準を xj +∆i1,j +∆i2,j

に変換する。しかしこれは演算の順序を変え ϕi2ϕi1 としても xj +∆i2,j +∆i1,j であるから同等である。よって局
所的安定化作用素 ϕi は可換であり、このことから ai の可換性も成り立つ。しかし Dhar(1990) のこの証明の議論
は、ϕi の可換性と ai の可換性を混同したものであり、必ずしも外生的攪乱作用素 ai の可換性を証明していること
にはならない。
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による複雑な ϕの連鎖から構成される外生需要オペレータ aiが可換であるとは限らない。以

下に、在庫調整過程も含めた厳密な証明を与える。

証明. 　いま任意の企業 i, j ∈ N に 1 単位の外生需要が生じたとする。ここで、すべての

i, j ∈ N について Φ ·Υj(Φ ·Υi(x)) = Φ(Υj(Υi(x)))であることを示せればよい。ただし外生

需要によって片方もしくは両方の企業の在庫が下限を下回らず生産および派生需要が生じない

場合には、自明に成立するので、外生需要によって双方の企業の在庫が下限を下回る場合のみ

考えることにする。

　いま、企業 iへの外生需要が引き起こす在庫調整過程が終了してから、企業 jの外生需要

が生じるとし、各外生需要オペレータに対して生産を行う企業のインデックスの最小の数列

を、それぞれ {i1, · · · , ik}、{j1, · · · , jk}とする。このとき演算の全体は次のようになる。

Φ ·Υj(Φ ·Υi(x)) = ϕjh · · ·ϕj2 · ϕj1 ·Υj (ϕik · · ·ϕi2 · ϕi1 ·Υi (x)) ∈ S (17)

k は最小の数であるから ϕik は必ず x に作用する。また Υj は企業 jの在庫の水準を減少させ

るだけであるから ϕik と Υj を入れ替えても結果は変わらない。同じ理由を繰り返すと、 Υj

を一番左まで移動させることができる。

Φ ·Υj(Φ ·Υi(x)) = ϕjh · · · · ϕj1 ·Υj (ϕik · · · · ϕi1 ·Υi (x))

= ϕjh · · · · ϕj1 · ϕik ·Υj

(
ϕik−1

· · · · ϕi1 ·Υi (x)
)

= ϕjh · · · · ϕj1 · ϕik · ϕik−1
·Υj

(
ϕik−2

· · · · ϕi1 ·Υi (x)
)

· · · · · ·

= ϕjh · · · · ϕj1 · ϕik · · · · ϕi1 (Υj ·Υi (x))

= Φ ·Υj ·Υi (x) . (18)

これより題意は成立。 ■

4.4 (S, s)経済における在庫調整過程の経済学的特性

　演算 ai の可換性が成立すれば、

g = ay1

1 · · · ayi

i · · · ayj

j · · · ayn
n

= ay1

1 · · · ayj

j · · · ayi

i · · · ayn
n =

∏
i∈N

ayi

i (19)

となり、演算の順序に関わらず g は一意にあることがわかる 10。この一意性によって外生需

要ベクトル y = (y1, · · · , yn)に対する複合的な (S, s)調整過程の全体が一つの演算 gと表すこ

とができる。複合的な調整過程の間に生じる各企業 iの生産オペレータ ϕi の作用回数をあら

ためてm = (m1, · · · ,mn)とすれば、外生需要によって在庫配列ベクトル x ∈ S の繊維式は、
次のように表すことができる。

x′ =
∏
i∈N

ayi

i

(
x
)
= Φ

(
x− y

)
= x− y +m∆ (20)

企業 j の要素だけを取り出して、企業 j の在庫保有の遷移方程式を得ると次のようになる。

x′
j = xj − yj +mj∆jj +

∑
i ̸=j

mi∆ij (21)

10Dhar(1990) は、このような可換な（アーベル的な）演算によって記述できる (S, s) 的調整モデルのクラスを
Abelian Sandpileモデル（ASM）と名づけた。またこのクラスの問題は、離散数学において Chip Firing Gameと
も呼ばれる。
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これを変形して企業 j の生産と付加価値、および最終需要の関係を導くと

付加価値︷ ︸︸ ︷
mj∆jj︸ ︷︷ ︸
総生産

+
∑
i ̸=j

mi∆ij︸ ︷︷ ︸
中間投入

=

最終需要︷ ︸︸ ︷
yj + (x′

j − xj)︸ ︷︷ ︸
在庫変動

(22)

となる。一方、当該期の間に企業 jがmj 回生産を行ったとすると、その期における企業 jの

利潤は

Πj = mj(∆jj +
∑
i ̸=j

∆ji)

= mj∆jj +
∑
j ̸=i

mj∆ji (23)

となる 11。（(S, s)経済における産業連関表は末尾の付録 3を参照。）

　これより、命題 4.1、命題 4.2、命題 4.3から本節における主要な経済学的帰結として以下

の定理が得られる。

定理 4.1. 投入産出行列 ∆が条件 3.1をみたしかつ分解不能ならば、 外生需要ベクトル

y = (y1, y2, · · · , yn) ∈ Z+
0 に対して、(S, s) 経済の在庫調整過程は一意の在庫配列に有限

時間内に収束し、調整過程から生み出される付加価値も有限かつ一意である。

5 長期における再帰的集合

5.1 演算 aiのなす群Gの性質

　安定な在庫配列ベクトル x ∈ S の中で、任意の外生需要 v = (v1, v2, · · · , vn) ∈ Z+
0 によ

る演算 g =
∏

i∈N avi
i によって再び同じ配列に戻ってくる在庫配列ベクトルの集合

R =

{
x = (x1, · · ·xn) ∈ S |

∏
i∈N

avii (x) = x

}
(24)

を再帰的な在庫配列ベクトル集合と定義する。また集合 S における集合Rの補集合Rc を推

移的な在庫配列ベクトルの集合とする。

命題 5.1. 　Rは非空である。

証明. 安定な空間 S の位数 |S|は高々
∏

i∈N ∆ii 個に過ぎないから、有限の外生需要による攪

乱によって、必ず再び同じ状態ベクトルに戻ってくる。 ■

いま、再帰的集合R上に働く演算 ai の集合を

G =

{
g =

∏
i∈N

avii |
∏
i∈N

avi
i (x) = x′;x, x′ ∈ R

}
(25)

と定義すると、ai が可換性を満たすことから Gの次のような代数構造を示すことができる。

11この最終需要と企業利潤は、産業連関分析における販路構成と費用構成に対応する。稿末の付録 A ではこの式
に対応する産業連関表を示している。
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図 3: 再帰的な在庫配列の集合R

命題 5.2. 　 Gは可換群（アーベル群）をなす。

証明. (1)演算について閉じている。すなわち

∀g, g′ ∈ G =⇒ gg′ =
∏
i∈N

avii
∏
i∈N

a
v′
i

i =
∏
i∈N

a
vi+v′

i
i ∈ G (26)

(2)結合則が成り立つ。すなわち

∏
i∈N

avii

(∏
i∈N

a
v′
i

i

∏
i∈N

a
v′′
i

i

)
=

(∏
i∈N

avii
∏
i∈N

a
v′
i

i

)∏
i∈N

a
v′′
i

i =
∏
i∈N

a
vi+v′

i+v′′
i

i ∈ G (27)

(3)ge = eg = gとなる単位元 eが存在する。Rの定義から、ある x1 ∈ Rをについて∏
i∈N

ami
i (x1) = x1 (28)

となるm = (m1, · · · ,mi, · · · ,mn)が必ず存在する。ここで、

e1 ≡
∏
i∈N

ami
i (29)

とおき、A ⊂ Rとなる集合

A ≡ {x2 ∈ R | e1(x2) = x2} (30)

を取ると、x1 ∈ AだからA ̸= ϕである。また、ここで任意の g ∈ Gによって写された g(x2)に

ついて、可換性から e1(g(x2)) = g(e1(x2)) = g(x2) となるため、A ⊃ R 。したがってA = R
である。これより e1 は単位元である。

(4)gg−1 = g−1g = eとなる逆元 g−1 が存在する。(3)単位元の議論から、

a−1
i ≡ ami−1

i

∏
j∈N/{i}

a
mj

j (31)

とすれば、

aia
−1
i = ai

ami−1
i

∏
j∈N/{i}

a
mj

j

 =
∏
i∈N

ami
i = e (32)

a−1ai =

ami−1
i

∏
j∈N/{i}

a
mj

j

 ai =
∏
i∈N

ami
i = e (33)

となる。(5)命題 4.3より ai, aj ∈ Gは可換。 ■



離散的数量調整過程の代数構造 14

また、単位元に関して次の命題が得られる。

命題 5.3. ∏
j∈N

a
∆ij

j = e (34)

証明. 企業 iに∆ii単位の外生需要があると、必ず在庫の下限を下回るから生産を行い、当初

の在庫水準を回復する。企業 iが生産を行うと、企業 iと産業連関のある企業 jに∆ij 単位派

生需要が生じるから、企業 jの在庫量を−∆ij 単位減少させる。これは企業 jに−∆ij 単位の

外生需要があったのと同じである（∆ij < 0であることに注意）。したがって、次の関係が成

り立つ。 ∏
i∈N

a∆ii
i =

∏
j∈N/{i}

a
−∆ij

j (35)

逆元 g−1 ∈ Gが定義されているから、題意の関係を導く。 ■

5.2 Gの位数

次に群Gの位数を求める。いま、x1のGによる軌道を G(x1) = {g(x1) ∈ R | g ∈ G} 、G

の x1 に関する固定部分群を Gx1 = {g ∈ G | g(x1) = x1}とする。このとき、群 Gの位数に

関して次の命題が成り立つ。

命題 5.4. R上に働く群 Gの位数はRの位数に等しい。すなわち

|G| = |R| (36)

証明. x1の軌道G(x1)は、Rを全て覆うからG(x1) = {x1, x2, x3, · · · , x|R|}となる。したがっ
て |G(x1)| = |R|。
　次に、x1 を xk に写す元 gk , g

′
k ∈ Gをとると gk(x1) = g′k(x1) = xk 。ここで gk の逆元

が存在して g−1
k g′k(x1) = x1となるので、固定部分群の元 g−1

k g′k ∈ Gx1 である。g′k ∈ gkGx1 と

変形すれば、任意の g′k は gk を代表元とする Gx1 の同じ左剰余類 gkGx1 に属する。したがっ

て Gの x1 における固定部分群 Gx1 による左剰余類による類別

G =

|R|∪
k=1

gkGx1 (37)

が得られる。

　ここで、群 G の元 g が、 G の Gx1 による左剰余類 gkGx1 の元であるということと、

gk は x1 が xk を通るような軌道を与えるということは同値であるから、

g′1 ∈ g1Gx1 ⇐⇒ g′1(x1) = x1 (38)

g′2 ∈ g2Gx1 ⇐⇒ g′2(x1) = x2 (39)

... (40)

g′|R| ∈ g|R|Gx1 ⇐⇒ g′(x1)|R| = x|R| (41)

となり、Gの Gx1 の左剰余類の集合と軌道 G(x1)とが 1対 1に対応する。gi = g′i とすると

|G| = |G(x1)| = |R|。 ■
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5.3 再帰的配列の集合Rの位数

外生需要ベクトル vの集合 Zn から Gへの写像Mを次のように定義しよう。

M : Zn −→ G

∈ ∈ (42)
v 7−→ g =

∏
i∈N

avi
i

写像Mについては次の補題が成り立つ。

補題 5.1. 　M : Zn → Gは準同型写像である。

証明.

M(v + u) =
∏
i∈N

avi+ui
i =

∏
i∈N

avii
∏
i∈N

aui
i = M(v)M(u) (43)

■

　また、次のような集合を定義すると、
n⊕

i=1

Z∆i ≡
{∑

i∈N

λi∆i | λi ∈ Z
}

(44)

写像Mの核 Ker(M)に関して、次の補題が得られる。

補題 5.2.

Ker(M) =
n⊕

i=1

Z∆i (45)

証明. 任意の λi ∈ Zについて

M

(∑
i

λi∆i

)
=

∏
j∈N

a
(λ1∆1j+···+λn∆nj)
j

=
∏
j∈N

a
λ1∆1j

j · · ·
∏
j∈N

a
λn∆nj

j

=

∏
j∈N

a
∆1j

j

λ1

· · ·

∏
j∈N

a
∆nj

j

λn

(46)

= eλ1 · · · eλn

= e

したがって Ker(M) ⊃
⊕n

i=1 Z∆i である。一方、∀v ∈ Ker(M)については

x =
∏
i∈N

avii (x) = x− v +m∆ (47)

となるから、これより

v = m∆ ∈
n⊕

i=1

Z∆i (48)

したがって Ker(M) ⊂
⊕n

i=1 Z∆i となる。 ■
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　以上の補題より、Gの位数についての次の命題が得られる。

命題 5.5.

Zn/
n⊕

i=1

Z∆i
∼= G (49)

証明. Mは全射、および補題 5.1、補題 5.2より準同型定理を満たす。 ■

図 4: 外生需要の空間 Zn と再帰的な在庫配列の集合Rの関係

命題 5.6 (Dhar(1990)).

|R| = det∆ (50)

証明. 命題 5.4と命題 5.5から、Rと Zn/
⊕n

i=1 Z∆i の位数は等しい。したがって、

|R| = |Zn/
n⊕

i=1

Z∆i| = det∆ (51)

■

以上の議論から、この節の主要な経済学的結論は次のようになる。

定理 5.1. 再帰的な在庫配列の集合のサイズ |R|は、投入産出構造を表す行列∆の行列式

によって決まる。

5.4 再帰集合R上の定常測度

本節の最後に、長期における在庫配列の分布を議論する。いま、毎期 1企業にのみ確率的に

需要が降り注ぐと仮定する。企業 i ∈ N に需要が生じる確率は、pi : 0 ≤ pi ≤ 1,
∑

i p1 = 1

であるとする。

∀x ∈ Rに対して xの測度を πt(x)とすると、マスター方程式は

πt+1(x) = πt(x) +
∑
x′∈R

πt(x
′)P (x′, x)−

∑
x′∈R

πt(x)P (x, x′) (52)
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と書くことができる。ただしここで

P (x, x′) =
N∑
i=1

pif(aix = x′), f(aix = x′) =

{
1 if x = a−1

i x′

0 otherwise
(53)

P (x′, x) =
N∑
i=1

pif(a
−1
i x = x′), f(a−1

i x = x′) =

{
1 if x = aix

′

0 otherwise
(54)

である。

再帰的在庫配列の集合Rは規約であるから、不変測度は存在すれば一意である。これを用
いると以下の補題が得られる。

補題 5.3. 定常分布は一様分布である。

証明. 　 ai : x 7→ aixは 1対 1写像（bijection）であるから、ai を作用させて xになる配列

a−1
i x → x → aixが一意に決まり f(a−1

i x = x) = f(x = aix) = 1、それ以外は 0ということ

になる。したがって

P (a−1
i x, x) = P (x, aix) = pi (55)

xの軌道 G(x)はRのすべてを覆うから、すべての iについて a−1
i xが存在し、

∑
x′∈R

πt(x
′)P (x′, x) =

n∑
i=1

πt(a
−1
i x)pi (56)

∑
x′∈R

πt(x)P (x, x′) =
n∑

i=1

πt(aix)pi (57)

これよりマスター方程式は次のように書き直せる。

πt+1(x) = πt(x) +

n∑
i=1

pi
{
πt(a

−1
i x)− πt(aix)

}
(58)

不変測度は一意であるから、一様測度が不変であることを示せば十分である。一様測度πt(a
−1
i x) =

πt(aix) = π, ∀x ∈ R のもとでは
n∑

i=1

pi
{
πt(a

−1
i x)− πt(aix)

}
= 0 (59)

であるから、マスター方程式は πt+1(x) = πt(x) = const.となり不変測度である。 ■

命題 5.7. 再帰的な在庫配列の測度は、

π =
1

det(∆)
, ∀x ∈ R

となる。

証明. 一様な定常分布は ∑
x∈R

π(x) = |R|π = det(∆)π = 1

■
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以上の議論から、この節における次の主要な経済学的結論が得られる。

定理 5.2. (S, s)経済における在庫配列ベクトルは、再帰的在庫配列の集合 Rの上を一様
分布する。

6 終わりに

　本論文では、Caplin(1985)モデルを企業間の投入産出関係を含む一般的な (S, s)経済に

拡張し、(S, s)経済のマクロ動学的特性を、群論を中心とした代数学的アプローチによって分

析した。ミクロレベルの在庫調整過程における安定化オペレータ Φについては調整過程の安

定条件と表現の一意性、外生的攪乱に対する大域的安定化作用素 ai については、演算の可換

性を示し、演算の代数構造を通じて長期的な安定集合を示した。

　本論文のモデルは、需要構造を外生需要ベクトルによって与えられた部分均衡モデルを検

討した。(S, s)経済の在庫調整過程が、需要行動にどのような影響を与え、一般均衡モデルの

中でどのような意味を持つかは検討していない。しかしモデルから得られる結論は任意のベ

クトルに対して成り立つから、ある消費者の最適化行動から得られる需要に対しても、本論文

で得られた結論は一般に成り立つ。また、定常状態を再帰的な集合上のマルコフ連鎖として記

述可能であるから、一般的な確率動学一般均衡モデルの中に組み込むことが可能だと思われ

る。今後の課題としたい。
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A 安定集合X と再帰的集合Rの関係
　 Caplin(1985)における数値例に合わせて N = {1, 2}、(Si, si) = (3, 0), i = 1, 2のケース

について数値例を見てみると次のようになる。

　
(a) (b) (c)

中間投入： 0単位 1単位 2単位

安定集合の位数 |X|： 9個 9個 9個

行列∆：

(
3 0

0 3

) (
3 −1

−1 3

) (
3 −2

−2 3

)

再帰的集合の位数 |R|： 9個 8個 5個

ここで中間投入のない (a)のケースは Caplin(1985)のモデルに対応する。それぞれの例に

おいて、1単位ずつのランダムな外生需要が生じた場合に、在庫配列が安定な在庫空間の中で

どのように遷移するか、また安定な在庫空間の中で再帰的な在庫配列の集合はどのようになっ

ているかを表したのが図 5である。

図 5: （●：再帰的な在庫配列、○：非再帰的な在庫配列）
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B (S, s)経済の産業連関表

中間需要 外生需要 在庫変動 総生産

0 · · · −mi(t)∆i1 · · · −mn(t)∆n1 y1(t) x1(t+ 1)− x1(t) m1(t)∆11

...
...

...
...

...

中間投入 −m1(t)∆1j · · · 0 · · · −mn(t)∆nj yj(t) xj(t+ 1)− xj(t) mj(t)∆jj

...
...

...
...

...

−m1(t)∆1n · · · −mi(t)∆in · · · 0 yn(t) xn(t+ 1)− xn(t) mn(t)∆nn

付加価値 Π1(t) · · · Πi(t) · · · Πn(t)

総生産 m1(t)∆11 · · · mi(t)∆ii · · · mn(t)∆nn

C 各演算子の関係


